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دا︨︐ان ﹨ای رياضی
!﹜﹊︝ ︣ض در ﹜︊اس﹁

من: خــب در يکی از تمرين هــای هفتة پيش قرار بــود ثابت کنيد:
+ که بيشتر شما استدلالی شبيه به هم نوشته بوديد  <6 2 15
و به نظرم با بررســی اين اســتدلال چيزهايی ياد خواهيد گرفت. اما 

استدلال شما:
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بهرام: به نظرم اين استدلال مشکلی اساسی دارد. از همان اول با خود 
حکم شــروع کرده است. يعنی خود حکم را درست فرض کرده است و 

از آن کمک گرفته است.
ســعيد: درســت اســت که از حکــم شــروع کرده ايم، ولــی همة 
نتيجه گيری هايمان بر اســاس چيزهايی است که خوانده ايم و درست 
 <48 49 هســتند. در پايان نيز بــه يک جملة درســت، يعنی 
رســيده ايم. خود شــما گفته بوديد که »اگر تک تک نتيجه گيری ها را 

بپذيريد، بايد همة استدلال را بپذيريد.«
مرتضی: همة حرف همين اســت. تک تک گزاره هــای الف پذيرفته 
نيســتند. مشکل اصلی همان اولين گزاره است. در استدلال الف همان 
. اگر اين را بدانيم، ديگر  + <6 2 15 اول فرض شــده است که: 

چه چيزی برای اثبات باقی مانده است؟
من با اشاره مرتضی را تأييد کردم و ٢0 ثانيه تنها سکوت بود.

فرهاد: هنوز فکر می کنم استدلال الف درست است. در حقيقت، وقتی 
می گويند چيزی را اثبات کنيد، می خواهند که درستی آن چيز را بررسی 
 + <6 2 15 کنيم. خب اينجا هم همين کار را کرده ايم. بيخودی

را درست فرض نکرده ايم. می خواهيم درستی آن را بررسی کنيم.
همين جا من به ســمت تخته رفتم و شروع به نوشتن کردم و از فرهاد 

خواستم که ادامه بدهد و به من کاری نداشته باشد.
فرهاد: می خواهيم درســتی آن جمله را بررسی کنيم. ببينيم که اگر 
اين گزاره درست باشد به کجا می رسيم؟ آيا آسمان به زمين می آيد؟ يا 
به نتايج معقول و درست می رسيم؟ و همان طور که می بينيد به نتيجة 
+ نيز  <6 2 15 معقولی رسيده ايم که حاکی از آن است که خود

=بايد درست باشد. ⇒
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                  نوشتة من پای تخته

حرف فرهاد تمام شده بود و هيچ کس چيزی نمی گفت. همه به نوشتة 
تخته خيره شده بودند.

ســعيد: ولی آقا مقايســة حرف فرهاد با اينکه پای تخته نوشته ايد، 
بی انصافی است. همه می دانيم برابری 2 و ۳ نادرست است.

من: اميدوارم بــه فرهاد برنخورد ولی همة گفته هــای او فقط بازی با 
کلمات بود. »در حقيقت«، »می خواهيم درســتی آن را بررسی کنيم.«، 
»حاکی از آن است که« اين ها همه بازی با کلمات هستند. به اين مثال 
من توجه کنيد. فرض کنيد قرار است در دادگاهی اثبات کنند که آقای 
الف قاتل است و در همان آغاز وکيل مقتول با اين جمله شروع کند که 
»از آنجا که آقای الف اين قتل را مرتکب شده است، ...« آيا فکر می کنيد 
به او اجازة ادامه می دهند؟ اگر آقای الف قاتل اســت، اين همه دنگ و 

فنگ و دادگاه و قاضی و وکيل برای چی است؟
خب بچه ها با اينکه ممکن است خيلی از شماها مثال دادگاه را پسنديده 
باشــيد و خيالتان را راحت کرده باشــد، ولی اين مثال من هم بازی با 

داود معصومی مهوار
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کلمات است. کار رياضيات دقيق تر از اين است که با يک بريده از صفحة 
حوادث راه بيفتد. باور کنيد اصل ماجرا اين است که در رياضيات تصريح 

می کنند که:
»برای اثبات يک گزاره، بايد آن را از گزاره های درست نتيجه بگيريد.«

بهرام: ولی در رياضيات روشی به نام »برهان خلف« برای اثبات پذيرفته 
شده است که در آن چنين کاری نمی کنند!

من: هنوز در برنامة درسی مان به برهان خلف نرسيده ايم، ولی در روش 
برهان خلف هم همين روند انجام می شود. هيچ وقت از خود حکم نبايد 

شروع کنيم. فعلًا رهايش کنيد تا بعداً به آن برسيم.
حالا سعيد يک بار ديگر به نوشتة تخته نگاه کن. من دو تا نتيجه گيری 
نوشــته ام: اول اينکه دو طرف يک تساوی را ضرب در يک عدد يکسان، 
يعنی صفر کرده ام و در خط بعدی حاصل را محاســبه کرده ام. من هم 
چنان که فرهاد گفت خواســته ام تا درســتی 2=۳ را بررسی کنم. خب 
a آيا  b× = × ⇒ =0 0 0 0 a نادرست است يا  b c a c b= ⇒ × = ×
0= چنان که فرهاد  من اشــتباه نتيجه گرفته ام؟ و آيا واقعاً درســتی 0

می گفت حاکی از آن است که 2=۳ نيز درست است؟
فرهاد: شما از 2=۳ شروع کرده ايد که همه می دانيم نادرست است، ولی 

من چنين نکرده ام. و مهم تر اينکه چرا ضرب در صفر کرديد؟
+ نادرست  <6 2 15 بهرام: فرهاد به اين توجه کن که اگر بدانيم 

نيست و درست است، ديگر چه احتياجی به حرف های ديگر است؟
من: اينکه چرا ضرب در صفر کردم، اعتراض درســتی نيست. دو طرف 
يک تساوی درست را در هر عددی می توان ضرب کرد و تساوی به دست 
آمده حتماً درست است. اين مطلب اگر چه بسيار ساده به نظر می رسد، 
اما قابل اثبات است. از اين اصل بديهی نتيجه می شود که اگر a=b است، 
هر جا که بخواهيم حق داريم a را برداريم و به جای آن b بگذاريم. پس 
در تســاوی بديهی ac=ac به جای يکی از aها b را قرار می دهيم و به 
ac=bc می رســيم. بهرام هم کاملًا درست می گويد. بخش اول اعتراض 

فرهاد را به خوبی پاسخ داد. 
به موضوع ظريف و دقيق ديگری نيز توجه کنيد. من پای تخته نشــان 
دادم که از يک گزارة نادرست می توان با نتيجه گيری هايی کاملًا درست، 
به يک گزارة درســت رسيد و به اين ترتيب باطل بودن حکايت فرهاد را 
، حاکی از درستی  <48 49 نشــان دادم. فرهاد می گفت: »درستی

+ است.« <6 2 15
سعيد: يعنی منظورتان اين است که در يک نتيجه گيری کاملًا درست، 

از درستی نتيجه نمی توان به درستی گزارة اوليه حکم کرد؟
من: بله. آنچه گفتی بيانی از يک بيان دقيق رياضی اســت. شايد بعدها 
بيان دقيق تر آن را برايتان بگويم. فعلًا ســراغ حل درســت اين مسئله 

برويم که بعضی نوشته بودند. ببينيد:
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فرهاد: يعنی تمام دعوا سر اين است که بايد برعکس می نوشتيم؟
من: نه. تقريباً تمام دعوا سر اين است که برعکس نوشته بوديد!

مرتضی: خدا به داد برســد! گفتيد »تقريباً«. يعنی اســتدلال ب هنوز 
ايراد دارد؟

من: بله هنوز ايراد کوچکی دارد. وقت نيســت، پس خودم آن را اصلاح 
...

( )

( )

(( ) ) (( ) ) i

(( ) ) ii

i,ii

+ < ⇒

+ − < ⇒

+ + × + − <

+ + >

⇒ + − < ⇒

+ <

22

22

6 2 15

6 2 15 0
6 2 15 6 2 15 0
6 2 15 0

6 2 15 0
6 2 15

می دانیم

می کنم.

پ

 نتيجه 
 
( )+ <

226 2 15 بعضی از شــما در استدلال پ يک باره از
) است. من اين موضوع را به دقت  )+ <6 2 15 گرفته بودند که 

و به کمک چيزهايی که همه می دانستيم، ثابت کردم.
 a b< a می توان نتيجه گرفت که  b<2 2 سعيد: پــس در حقيقت از 
اســت و ما بدون اثبات از آن اســتفاده کرده بوديم و شما آن را اثبات 

کرديد.
من: نه.

پس از يک دقيقه همهمه، محمدصدرا نوشته هايش را رها کرد و گفت: 
− اســت. ما  < −3 4 ) نمی توان نتيجه گرفت که  ) ( )− < −2 23 4 از  «
همگــی با بی دقتی مثل ســعيد حکم کرده بوديــم، ولی اگر با همان 
) شروع کنيم، متوجه  ) ( )− < −2 23 4 روشی که شــما اثبات کرديد از 
− شدنی نيست و کار گره می خورد.  < −3 می شــويم که رسيدن به 4
a را نتيجه گرفت و گاهی  b< a می تــوان  b<2 2 در واقــع گاهی از 

نمی توان.«
من: وقتمان کم اســت. اگر خودتان کارهايی را که محمدصدرا گفت، 
پيگيری کنيد، متوجه خواهيد شد. اما در اين وقت کم می خواهم ببينم 
اشــکال ديگر اســتدلال الف را پيدا می کنيد يا نه. به حرف های سعيد 

خوب فکر کنيد. دو دقيقه وقت داريد.
خود ســعيد پس از دو دقيقه گفت: »استدلال الف نيز مشکل مشابهی 
a که اين هم ممکن است  b<2 a نتيجه گرفته شده است 2 b< دارد. از 
) درست  ) ( )− < −2 25 2 − است، ولی  < −5 گاهی درست نباشد. مثلًا 2

 
( )+ <

226 2 15 می توان ( )+ <6 2 15 نيست. اگر چه از 
را نتيجه گرفت.«

ســعيد به درخواست من پای تخته اســتدلال خود برای اين بخش را 
چنين نوشت:
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